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त्रिकोणमितीय फलन 


(Trigonometric Functions) 





‘A mathematician knows how to solve a problem, 
he can not solve it. - MILNE ५ 


3.] भूमिका (Introduction) 

शब्द ' ट्रिगोनोमेट्री ' की व्युत्पत्ति ग्रीक शब्दों ' ट्रिगोन ' तथा 'मेट्रोन' 
से हुई है तथा इसका अर्थ 'त्रिभुज की भुजाओं को मापना' होता है। 
इस विषय का विकास मूलतः त्रिभुजों से संबंधित ज्यामितीय समस्याओं 
को हल करने के लिए किया गया था। इसका अध्ययन समुद्री यात्राओं 
के कप्तानों, सर्वेयरों, जिन्हें नए भू-भागों का चित्र तैयार करना होता था 
तथा अभियंताओं आदि के द्वारा किया गया। वर्तमान में इसका उपयोग 
बहुत सारे क्षेत्रों जैसे विज्ञान, भूकंप शास्त्र, विद्युत परिपथ (सर्किंट) के 
डिजाइन तैयार करने, अणु की अवस्था का वर्णन करने, समुद्र में 
आनेवाले ज्वार की ऊँचाई के विषय में पूर्वानुमान लगाने में, सांगीतिक Arya Bhatt 
लय (टोन) का विश्लेषण करने तथा अन्य दूसरे क्षेत्रों में होता है। स नेती 

पिछली कक्षाओं में हमने न्यून कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात के विषय में अध्ययन किया हे, 
जिसे समकोणीय त्रिभुजों की भुजाओं के अनुपात के रूप में बताया गया है। हमने त्रिकोणमितीय 
सर्वसमिकाओं तथा उनके त्रिकोणमितीय अनुपातों के अनुप्रयोगों को ऊँचाई तथा दूरी के प्रश्नों को हल 
करने में किया है। इस अध्याय में, हम त्रिकोणमितीय अनुपातों के संबंधों का त्रिकोणमितीय फलनों के 
रूप में व्यापकोकरण करेंगे तथा उनके गुणधर्मों का अध्ययन करेंगे। 


3.2 कोण (Angles) 


एक कोण वह माप हे जो एक किरण के उसके प्रारंभिक बिंदु के परितः घूमने पर बनता है। किरण 
के घूर्णन की मूल स्थिति को प्रारंभिक भुजा तथा घूर्णन के अंतिम स्थिति को कोण को अंतिम भुजा 
कहते हैं। घूर्णन बिंदु को शीर्ष कहते हैं। यदि घूर्णन वामावर्तत है तो कोण धनात्मक तथा यदि घूर्णन 
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दक्षिणावरत्त हे तो कोण ऋणात्मक कहलाता है (आकृत्ति 3.] )। किसी कोण का माप, घूर्णन (घुमाव) 





B शीर्ष प्रारंभिक भुजा 
() A 
"a $ ट ज्या ` 
O A 
शीर्ष प्रारंभिक भुजा B 
(i) धनात्मक कोण आकृति 3.7 (ii) ऋणात्मक कोण 


की वह मात्रा हे जो भुजा को प्रारंभिक स्थिति से अंतिम स्थिति तक घुमाने पर प्राप्त होता हे। कोण 
को मापने के लिए अनेक इकाइयाँ हैं। कोण की परिभाषा 








प्रारंभिक R 
इसकी इकाई का संकेत देती है, उदाहरण के लिए e— CN | क भुजा 
प्रारंभिक रेखा को स्थिति से एक पूर्ण घुमाव को कोण की अंतिम भुजा B 
एक इकाई लिया जा सकता हे जेसा, आकृति 3.2 में आकृति 3.2 


दर्शाया गया हे। 

यह सर्वदा बड़े कोणों के लिए सुविधाजनक है। उदाहरणतः एक घूमते हुए पहिये के घुमाव में 
बनाए गए कोण के विषय में कह सकते हें कि यह 5 परिक्रमा प्रति सेकंड हे। हम कोण के मापने 
की दो अन्य इकाइयों के विषय में बताएँगे जिनका सामान्यत: प्रयोग किया जाता हे, ये डिग्री माप तथा 
रेडियन माप हैं। 
3.2. डिग्री माप (Degree measure) यदि प्रारंभिक भुजा से अंतिम भुजा का घुमाव एक पूर्ण 


परिक्रमण का ( — )वाँ भाग हो तो हम कोण का माप एक डिग्री कहते हें, इसे le से लिखते हैं। 


एक डिग्री को मिनट में तथा एक मिनट को सेकंड में विभाजित किया जाता हे। एक डिग्री का साठवाँ 
भाग एक मिनट कहलाता हे, इसे ।” से लिखते हैं तथा एक मिनट का साठवाँ भाग एक सेकंड कहलाता 
है, a” से लिखते हैं। अर्थात्‌ ° = 60”, U = 60” 

कुछ कोण जिनका माप 360°, [800, 270°, 4200, - 300, 420° हे उन्हे 
आकृति 3.3 में दर्शाया गया हे। 


360° Ape eoa > E 
OX B A — A 


B O 
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L, 0 O 





` A 


च” ________>. 
_307 _ 420 
B 


आकृति 3.3 
3.2.2 रोडियन माप (Radian measure) कोण को मापने के लिए एक दूसरी इकाई “भी हे, 
जिसे रेडियन माप कहते हैं। इकाई वृत्त (वृत्त की त्रिज्या एक इकाई हो) के केंद्र पर एक इकाई 
लंबाई के चाप द्वारा बने कोण को एक रेडियन माप कहते हैं। आकृति 3.4 (i)-(iv) में, OA 
प्रारंभिक भुजा है तथा OB अंतिम भुजा है। आकृतियों में कोण दिखाए गए हैं जिनके माप 


B 


L रेडियन, - रेडियन, ı > रेडियन तथा -ı - रेडियन हैं। 





(iv) 


आकृति 3.4 (i) — (iv) 
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हम जानते हैं कि इकाई त्रिज्या के वृत्त की परिधि 27 होती है। अतः प्रारंभिक भुजा की एक 
पूर्ण परिक्रमा केंद्र पर 27 रेडियन का कोण अंतरित करती हे। 

यह सर्वविदित हे कि r त्रिज्या वाले एक वृत्त में, r लंबाई का चाप केंद्र पर एक रेडियन का 
कोण अंतरित करता है। हम जानते हैं कि वृत्त के समान चाप केंद्र पर समान कोण अंतरित करते हैं। 
चूंकि r त्रिज्या के वृत्त में r लंबाई का चाप केंद्र पर एक रेडियन का कोण अंतरित करता है, इसलिए 


लंबाई केंद्र l S 
I लंबाई का चाप केंद्र पर 7 रेडियन का कोण अंतरित करेगा। अतः यदि एक वृत्त, जिसकी त्रिज्या 


l 
r है, चाप की लंबाई | तथा केंद्र पर अंतरित कोण 0 रेडियन है, तो हम पाते हैं कि 6 = - 


या/ =r0. 
3.2.3 रेडियन तथा वास्तविक सख्याओं के मध्य संबंध (Re- 


lation between radian and real numbers) माना चैकि 

इकाई वृत्त का केंद्र, 0 पर हें तथा वृत्त पर कोई बिंदु A हे। माना 

कोण को प्रारंभिक भुजा OA हे, तो वृत्त के चाप की लंबाई से वृत्त l 
के केंद्र पर चाप द्वारा अंतरित कोण की माप रेडियन में प्राप्त होती 

है। मान लीजिए वृत्त के बिंदु 4 पर स्पर्श रेखा PAQ है। माना बिंदु 0 
A वास्तविक सख्या शून्य प्रदर्शित करता हे, AP 

धनात्मक वास्तविक संख्या दर्शाता हे तथा AQ ऋणात्मक वास्तविक 

संख्या दर्शाता है (आकृत्ति 3.5)। यदि हम वृत्त की ओर रेखा AP 

को घडी को विपरीत दिशा में घुमाने पर तथा रेखा AQ को घडी 

की दिशा में घुमाएँ तो प्रत्येक वास्तविक संख्या के संगत रेडियन माप 2 
होगा तथा विलोमतः। इस प्रकार रेडियन माप तथा वास्तविक आकृति 3.5 Wo 
संख्याओं को एक तथा समान मान सकते हैं। 


3.2.4 डिग्री तथा रोडियन के मध्य संबंध (Relation between degree and radian) क्योंकि 
वृत्त, केंद्र पर एक कोण बनाता है जिसकी माप 27 रेडियन है तथा यह 360° डिग्री माप है, इसलिए 
27 रेडियन = 360° या 7 रेडियन = 80° 
उपर्युक्त संबंध हमें रेडियन माप को डिग्री माप तथा डिग्री माप को रेडियन माप में व्यक्त करते हें। 


22 3 
77 का निकटतम मान उ का उपयोग करके, हम पाते हें कि 


O 





]80 , 
l रेडियन = = 57?"[6” निकटतम 
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पुनः í = लक रेडियन = 0.0746 रेडियन (निकटतम) 


कछ सामान्य कोणों के डिग्री माप तथा रेडियन माप के संबंध निम्नलिखित सारणी में दिए गए हें: 
9 I80° 270° 360° 


“| ४ ||| || 


सांकेतिक प्रचलन 
चूँकि कोणों की माप या तो डिग्री में या रेडियन में होती है, अतः प्रचलित परिपाटी के अनुसार जब 
हम कोण 6" लिखते हैं, हम समझते हैं कि कोण का माप 6 डिग्री है तथा जब हम कोण $ लिखते 
हैं, हम समझते हैं कि कोण का माप  रेडियन है। 

ध्यान दीजिए जब कोण को रेडियन माप में व्यक्त करते हैं, तो प्रायः रेडियन लिखना छोड़ देते 


š TT सं š T 
हैं अर्थात्‌ = ।80° और ल 45° को इस विचार को ध्यान में रखकर लिखते हैं कि 7 तथा Ü की 


माप रेडियन है। अत: हम कह सकते हें कि 


TU 
रेडियन माप = T डिग्री माप 


]580 
डिग्री माप = IT” रेडियन माप 
7 


उदाहरण  40° 20” को रेडियन माप में बदलिए। 
हल हम जानते हें कि 80° = 7 रेडियन 





ग्‌ ॥2 I2l7 
इसलिए, 40° 20” = 40 - डिग्री = ना रेडियन = = रेडियन 
I2lr 
इसलिए 40° 20° =-= रेडियन 





540 


उदाहरणा 2 6 रेडियन को डिग्री माप में बदलिए। 
हल हम जानते हें कि 7 रेडियन = ।80° 


]80 ]080>:7 
इसलिए 6 रेडियन > ma x6 डिग्री = O डिग्री 
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7 60 क्योंकि 
= 343 PEI डिग्री = 343° + T मिनट I ]° = 60] 
ही क्योंकि 
= 343° + 38/ + T मिनट [ = 60 


= 343° + 38/ + ॥0.9”/> 343?38/ l” निकटतम 
इसलिए 6 रेडियन = 343° 38 ]” निकटतम 
उदाहरण 3 उस वृत्त को त्रिज्या ज्ञात कीजिए जिसमें 60° का केद्रीय कोण परिधि पर 37.4 सेमी 


लंबाई 22 करें 
लंबाई का चाप काटता हे (7 = ज का प्रयोग करें) । 





60m T 
हल यहां! = 37.4 सेमी तथा 6-60? = — रेडियन = ~ 
]80 3 
अत: र से हम पाते हें 
37.dx3 37.4x3x7 
r= =— 535.7 सेमी 
T 22 


उदाहरण 4 एक घड़ी में मिनट की सुई .5 सेमी लंबी है। इसकी नोक 40 मिनट में कितनी दूर जा 
सकती हैं (7 = 3.l4 का प्रयोग करें)? 


हल 60 मिनट में घड़ी की मिनट वाली सुई एक परिक्रमण पूर्ण करती है, अतः 40 मिनट में मिनट 


2 
को सुई एक परिक्रमण का RT करती है। इसलिए 


2 AT 
0 = 3 x 360° या EJ रेडियन 
अतः तय की गई वांछित दूरी 
I= rÜ [5 x “7 सेमी 27 सेमी = 2 x 3.4 सेमी = 6.28 सेमी 


उदाहरण 5 यदि दो वृत्तो के चापों की लंबाई समान हो और वे अपने केंद्र पर क्रमश: 65° तथा 0° 
का कोण बनाते हैं, तो उनकी त्रिज्याओं का अनुपात ज्ञात कीजिए। 


हल माना दो वृत्तों की त्रिज्याएँ क्रमशः 7, तथा 7, हैं तो 


3x 
= 65° = 65 = — रेडियन 
९,65 = 7 A 
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तथा 0, = 0° = a [Ú = — रेडियन 

माना कि प्रत्येक चाप की लंबाई | है, तो | = 7,9, = 7,9,, जिससे 
l3x PAi ५ 22 
ह कह अर्थात्‌, ल्क 

इसलिए P somos a. 


| प्रश्नावली 3.7 | 


L. निम्नलिखित डिग्री माप के संगत रेडियन माप ज्ञात कीजिए: 
(i) 25° (ii) — 47°30’ (iii) 240° (iv) 520° 


2. निम्नलिखित रेडियन माप के संगत डिग्री माप ज्ञात कीजिए (7 = = का प्रयोग करें): 


= Ill s e ST l Tr 
(i) म Gi) -4 (iii) 3 Gv) A 
3. एक पहिया एक मिनट में 360° परिक्रमण करता हे तो एक सेकंड में कितने रेडियन माप का 
कोण बनाएगा? 


4. एक वृत्त, जिसकी त्रिज्या 00 सेमी है, की 22 सेमी लंबाई की चाप वृत्त के केंद्र पर कितने 


22 
डिग्री माप का कोण बनाएगी ( 7 = F का प्रयोग कोजिए)। 


5. एक वृत्त, जिसका व्यास 40 सेमी है, की एक जीवा 20 सेमी लंबाई की है तो इसके संगत छोटे 
चाप को लंबाई ज्ञात कोजिए। 

6. यदि दो वृत्तों के समान लंबाई वाले चाप अपने केंद्रों पर क्रमशः 60° तथा 75° के कोण बनाते 
हों, तो उनकी त्रिज्याओं का अनुपात ज्ञात कोजिए। 

7. 75 सेमी लंबाई वाले एक दोलायमान दोलक का एक सिरे से दूसरे सिरे तक दोलन करने से 
जो कोण बनता है, उसका माप रेडियन में ज्ञात कीजिए, जबकि उसके नोक द्वारा बनाए गए चाप 
को लंबाई निम्नलिखित हैं: 

Gü) ॥0 सेमी 
Gi) l5 सेमी 
Gü) 2 सेमी 
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33 त्रिकोणमितीय फलन (Trigonometric Function) 


पूर्व कक्षाओं में, हमने न्यून कोणों के त्रिकोणमितीय 
अनुपातों को समकोण त्रिभुज की भुजाओं के 
रूप में अध्ययन किया है। अब हम किसी कोण 
के त्रिकोणमितीय अनुपात को परिभाषा को 
रेडियन माप के पदों में तथा त्रिकोणमितीय 
फलन के रूप में अध्ययन करेंगे। 

मान लीजिए कि एक इकाई वृत्त, जिसका 
केंद्र निर्देशांक अक्षों का मूल बिंदु हो। माना कि 
? (७, 9) वृत्त पर कोई बिंदु है तथा कोण 
AOP = x रेडियन अर्थात्‌ चाप की लंबाई 
AP = (आकृति 3.6) है। हम परिभाषित 
करते हैं: आकृति 3.6 

cos ४८ ध तथा sinx= b 
चूँकि AOMP समकोण त्रिभुज है, हम पाते हैं, 

OM + MP = OP? या ८८ + 7८ ८ | 
इस प्रकार इकाई वृत्त पर प्रत्येक बिंदु के लिए, हम पाते हैं कि 

a? + b?’= ] या cos?’x + sin? x= | 


क्योंकि एक पूर्ण परिक्रमा (घूर्णन) द्वारा वृत्त के केंद्र पर 27 रेडियन का कोण अंतरित होता है, 





37 
2 
को चतुर्थाशीय कोण या वृत्तपादीय कोण (quadrantal angles) कहते हैं। 

बिंदुओं 4, B, C तथा D के निर्देशांक क्रमशः (l, 0), (0, l), (-।, 0) तथा (0, -]) हैं, 
इसलिए चतुर्थाशीय कोणों के लिए हम पाते हैं, 


गए T : कोणों 
इसलिए ZAOB = 7 ZAOC = z l ZAOD =| ç के प्रांत गुणज वाले सभी कोणों 


cos 0° ८ | sin 0° = 0 
T I 
COS क चे 0 sin त ] 
CosT = — ] sint = 0 
37  3m 
COS > = () sin "5 = -] 


cos 227 = [ sin 247 = 0 
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अब, यदि हम बिंदु P से एक पूर्ण परिक्रमा लेते हे, तो हम उसी बिंदु P पर पहुँचते हैं। इस 
प्रकार हम देखते हैं कि यदि x, 27 के पूर्णाक गुणज में बढ़ते (या घटते) हैं, तो त्रिकोणमितीय फलनों 
के मानों में कोई परिवर्तन नहीं होता है। 
इस प्रकार sin (277 +x) =SmX,nE Z 

COS (एप + x) = cosX; n € L 
पुनः sin x= 0, यदि x=0,+ 7, +27, + 37, ...अर्थात्‌ x, 7 का पूर्णाक गुणज है। 
ग 37 ST ग 

तथा cos » ८ 0, यदि x = + E आ T अर्थात्‌ cos x= 0,जब x, > का विषम गुणज 
है। इस प्रकार 

sin x =0 से प्राप्त होता है कि ४ = nn, जहाँ 7 कोई पूर्णाक है। 


cos ८२0 से प्राप्त होता है कि x=(2n+I) a , जहाँ n कोई पूर्णाक हे। 
अब हम अन्य त्रिकोणमितीय फलनों को sine तथा cosine के पदों में परिभाषित करते हें: 


l 














00560 x = x Ar Z TI, जहाँ n कोई पूर्णाक हे | 
SIN x 
l N” हर 
sed p N , x (2n +) ~, जहॉ कोई पूर्णाक है। 
COS X 2 
sin X T z 
tanx = ,% (20 +l)— , जहाँ कोई पूर्णाक है। 
COS X 2 
COS X v 
cotx = sin x X Z n 7, जहा n कोई पूर्णाक हे | 
In X 


हम सभी वास्तविक » के लिए देखते हैं कि sin2x+ ०0525 =] 
इस प्रकार ] + tan? x = sec? x (क्यों?) 
] + cot?x = cosec2 x (क्यों?) 


पूर्व कक्षाओं में, हम 0°, 30°, 45°, 60° तथा 90° के त्रिकोणमितीय अनुपातों के मानों को चर्चा 
कर चुके हैं। इन कोणों के त्रिकोणमितीय फलनों के मान वही हैं जो पिछली कक्षाओं में पढ़ चुके 
त्रिकोणमितीय अनुपातों के हैं। इस प्रकार, हम निम्नलिखित सारणी पाते हैं: 
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T गा 37 


0 3 2 T > Do 
si Ps l 
र J ० | 
3 | | l 
] 


cosec x, sec x तथा cot x का मान क्रमशः sin x, cos x तथा tan x के मान से उल्टा ( विलोम ) हे | 


S 3 
ela 


3.3. त्रिकोणमितीय फलनो के चिह्व (Signs of trigonometric functions) माना कि इकाई 
वृत्त पर P (a, b) कोई बिंदु हैं, जिसका केंद्र 
मूल बिंदु हे, तथा “५0? = x, यदि 
ZAOQ = — x, तो बिंदु Q के निर्देशांक 
(a, - b) होंगे (आकृति 3.7)। इसलिए 
cos (— x) = cos x तथा sin (— x)=- sin x 

चूँकि इकाई वृत्त के प्रत्येक बिंदु 
P (८, 2) के लिए —l<a<lq90_l< bx 
< |], अतः, हम x के सभी मानों के लिए 
| <०057<] तथा -] < ऽ।n «< |, पाते 


हैं। पिछली कक्षाओं से हमको ज्ञात हे कि प्रथम 





चतुर्थांश (0 < x< i ) में ८ तथा b दोनों 





š श Tl ग 
धनात्मक हैं, दूसरे चतुर्थांश ( 3 <x<m) में 
हैं थाश 37 मे दोनों हैं 
a ऋणात्मक तथा b धनात्मक हैं, तीसरे चतुर्थांश (7 < x< ठ) में ८ तथा b दोनों ऋणात्मक हैं, तथा 
> a 37 š 
चतुर्थ चतुर्थाश ( त <x 270) में ८ धनात्मक तथा b ऋणात्मक है। इसलिए 0 < x< के लिए 


TT 
sin x धनात्मक तथा 7 <४ < 27 के लिए ऋणात्मक होता हे। इसी प्रकार, 0 < x< x के लिए 
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3 3 
cos x धनात्मक , Ç < x< — के लिए ऋणात्मक तथा — < x< 277 के लिए धनात्मक होता 
है। इसी प्रकार, हम अन्य त्रिकोणमितीय फलनों के चिह्न विभिन्न चतुर्थाशों में ज्ञात कर सकते हैं। इसके 


लिए हमारे पास निम्नलिखित सारणी हे: 


3.3.2 त्रिकोणमितीय फलनों का प्रात त्तथा'परिसर (Domain and range of trigonometric 
functions) sine तथा cosine फलनों की परिभाषा से, हम यह पाते हैं कि वे सभी वास्तविक 
संख्याओं के लिए परिभाषित हैं। पुनः, हम यह भी पाते हें कि प्रत्येक वास्तविक संख्या x के लिए, 


— ] <sinx< 9 — | <cos x < [ 
अत: y=sin x = ८०७ॐ का प्रांत सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा परिसर 
अंतराल [-, ]], अर्थात्‌,-  < < | है। 


l 


क ` — S i च्च ° °, 
sin x” > = ००७९८ x का प्रात, स य[<:< 6८ एर तथा 


चूकि, ०05९८ x = 


xz nT,ne Z) तथा परिसर समुच्चय (9: ye R y > y <-]) है। इसी प्रकार, y = secx 


; ग 
का प्रात, समुच्चय (x: x€ R तथा x z (20 + ]) 2 , n € Z) तथा, परिसर, समुच्चय 


(४५:७५ e Ry <- | या» >2 [| है। y = tan x का प्रांत, समुच्चय [x : x € R तथा 


TU i ओं 
xz (2n +!) 277६ Z) तथा परिसर सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है। y = cot x का प्रांत, 
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समुच्चय [x:x € एर तथा ५ 7, € Z), परिसर सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय हे। 


हम देखते हें कि प्रथम चतुर्थांश मे, जब », 0 से — की ओर बढ़ता हे, तो sin x भी 0 से | की 
ओर बढ़ता हे, दूसरे चतुर्थांश में जब ५, — से 77 की ओर बढ़ता हे Asin x, । से 0 की ओर घटता 
है। तीसरे चतुर्थांश में जब x, x से = की ओर बढ़ता है तो sin x, 0 से — की ओर घटता है तथा 


अंत में कोण z से 27 की ओर बढ़ता है तो sin ५, - से 0 की ओर बढ़ता जाता है। इसी प्रकार 
हम अन्य त्रिकोणमितीय फलनों के विषय में विचार कर सकते हें। वस्तुतः हमारे पास निम्नलिखित 
सारणी है: 


I चतुर्थांश H चतुर्थांश HI चतुर्थांश IV चतुर्थांश 


0 से] की ओर बढ़ता है |] से 0 की ओर घटता है |0 से -] की ओर घटता है |- से 0 की ओर बढ़ता है 
से 0 की ओर घटता है |0 से -] की ओर घटता है |- से 0 की ओर बढ़ता हे |o से । की ओर बढ़ता है 


में i TU =: š 
टिप्पणी उपर्युक्त सारणी में, यह कथन कि अंतराल 0 <x < 3 में tan x का मान 0 से ०० (अनंत) 


तक बढ़ता है का अर्थ है कि जैसे-जेसे x का मान n की ओर बढ़ता हे वैसे-वैसे tan x का मान 

बहुत अधिक हो जाता है। इसी प्रकार, जब हम यह कह सकते हैं कि चतुर्थ चतुर्थांश में ००58० x का 
5 में 37 

मान —] से - ०० (ऋणात्मक अनंत) तक में घटता है तो इसका अर्थ हे कि जब xe ( 2 » 27) तब 


जैसे-जैसे ५,27 की ओर अग्रसर होता है, ८0560 x बहुत अधिक ऋणात्मक मान लेता है। साधारणतः 
चिह्न ०० तथा - co फलनों तथा चरों के विशेष प्रकार के व्यवहार को बताते हैं। 


2020-2 


68 गणित 


हमने देखा कि sin x तथा cos के मानों का अंतराल 27 के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती है। जैसे, 
cosec x तथा sec x के मानों की भी अंतराल 27 के बाद पुनरावृत्ति होती है। हम अगले अनुच्छेद में 
tan (T + x) = tan x देखते हैं। जैसे, tan x के मानों में अंतराल 7 के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती है, क्योंकि 
cot x, tan x का पूरक है, इसके मानो में भी अंतराल 7 के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती है। त्रिकोणमितीय 
फलनों में इस ज्ञान (गुणधर्म) तथा व्यवहार का उपयोग करने पर, हम फलनों का आलेख खींच सकते 
हैं। इन फलनों का आलेख नीचे दिए गए हैं: 








y=cosx y 
आकृति 3.9 
पो Y ' ' गम Y I ' 
। 2 |¦ l l 2 ' i 
T l A H 2 T+ - 5 | aa 
, < ् | T Ps 2 e> ७2 
ST ME त क हे कै कणकण iS. केट 
2: QÑ. ॥ ' ' 2 E ' ' 
' —? ॥ ' 8 --2 ' ' 
Y’ Y' 
y = tan x y= cot x 
आकृति 3.0 आकृति 3.77 
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पा Í 3 
x . | र्‍या 2 2T 
L O K 37 ही अ ss: 
Ë 2 --] हि 2 





T" 
ç 
V 
> 


| 


Y' y 
J 7 seex y = cosec x 
आकृति 3.2 आकृति 3.3 


उदाहरण 6 यदि cos x= - - हो और x तृतीय चतुर्थांश में स्थित हे, तो अन्य पाँच त्रिकोणमितीय 
फलनों के मानों को ज्ञात कीजिए। 

zo 3 5 
हल क्योंकि cosx = - - , हम पाते हैं कि sec x= - É 


अब sin? x + cos? x = | या sin? x = | — cos? x 
या in? x Š 
sin? x E&A — — > — 
25 25 


sin x 3E 


G 
5 
चूँकि x तृतीय चतुर्थांश में हे, तो sin x का मान ऋणात्मक होगा। इसलिए 
Ñ 
5 


इससे यह भी प्राप्त होता हे कि 


COSCC X = — 


+ | पण 


पुनः, हम पाते हें 








तथा cot x = P 
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उदाहरण 7 यदि cotx=- z हो और द्वितीय चतुर्थांश में स्थित हें, तो अन्य पाँच त्रिकोणमितीय 
फलनों को ज्ञात कोजिए। 


=== 5 हैं |: 
हल क्योंकि cotx = — T>, इम पाते हें tanx = - — 
Pa organ, HA _I69 
ce = an- x= 53 = 75 
3 
अतः — r 


चूँकि x द्वितीय चतुर्थांश में स्थित हे, 52० x का मान ऋणात्मक होगा। इसलिए 





Sec X = — 5 
इससे यह भी प्राप्त होता है कि 
COS X = — — 
]3 
पुनः हम पाते हैं 
| le 5 _ l2 
sinx = tan x cos x = (— P ) > (- 3 3 
तथा L _ l 
ka bal sinx ]2 


3] 
उदाहरण 8 sin r. का मान ज्ञात कीजिए। 
हल हम जानते हैं कि sin x के मानों में अंतराल 27 के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती है। इसलिए 


e MDP लक 
sin 3 = sin ( + द 3 = 


N | 


उदाहरण 9 cos (-709) का मान ज्ञात कीजिए। 


हल हम जानते हैं कि cos x के मानों में अंतराल 27 या 360° के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती है। इसलिए 
cos (—I7]I0°) = cos (—I7]I0° + 5 x 3607) 
= cos (—]7]0° + ]800?) = cos 90° = 0 
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| प्रश्नावली 3.2 | 


निम्नलिखित प्रश्नों में पाँच अन्य त्रिकोणमितीय फलनों का मान ज्ञात कीजिए: 
l 
l. cosx=-,* तीसरे चतुर्थांश में स्थित है। 
3 क आह 
2. n= ट, दूसरे चतुर्थांश में स्थित है। 
3. cotx = - , x तृतीय चतुर्थांश में स्थित हे। 
l3 थाश में 
4. secx= ,> चतुर्थ चतुर्थांश में स्थित है। 


5 
5. tanx=- >° दूसरे चतुर्थांश में स्थित है। 


प्रश्न संख्या 6 से 0 के मान ज्ञात कीजिए: 


6. sm 765? 74 cosec (— ]4I0°) 
8. tan a 9. sin (— शा ) 
3 3 
]5z 


IO. cot (- 4) 


3.4 दो कोणों के योग 'और अंतर का त्रिकोणमितीय फलन (Trigonometric 
Functions of Sum and Difference of two Angles) 
इस भाग में हम दो संख्याओं (कोणों) के योग एवं अंतर के लिए त्रिकोणमितीय फलनों तथा उनसे 
संबंधित व्यंजकों को व्युत्पन्न करेंगे। इस संबंध में इन मूल परिणामों को हम त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ 
कहेंगे। हम देखते हैं कि 

Í. sn(—x) =- sin x 

2. cos (— x) = cos x 
अब हम कुछ ओर परिणाम सिद्ध करेंगे: 

3. cos (x + y) = COS X cos y — Sin x Sin y 


इकाई वृत्त पर विचार कीजिए, जिसका केंद्र मूल बिंदु पर हो। माना कि कोण P OP , x तथा 
कोण P OP,, ५ हैं तो कोण 7? 07,, (x + y) होगा। पुनः माना कोण P OP, (-3) हैं। अत: P , P 


J> >? 
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P (cos x. sin x) 


Y , 


आकृति 3.4 
P, तथा P, के निर्देशांक P (cos x, sin x), P, [cos (x + y), sin (x + y)], P, [cos (- y), sin 
(-3)] और 7, (, 0) होंगे (आकृति 3.4) | 
त्रिभुजों P OP, तथा P OP, पर विचार कीजिए। वे सर्वांगासम हैं (PX) इसलिए P P. और 
PP बराबर हें। दूरी सूत्र का उपयोग करने पर 
PP, = [cos x - còs (- y] + [sin x — sin(=y)] 
= (COS x — COS y)? + (sin x + Sin y) 
= 0082४ + cos? y — 2 cos x cos y + sin? x + sin? y + 2sin x sin y 
= 2 — 2 (cos x cos y — sin x sin y) (क्यों?) 
पुनः P,P, =H -cos (x + y)] ° + [0 — sin (x + y)? 
= | — 2cos (x + y) + cos? (x + y) + sin? (x + y) 
= 2 — 2 cos (x + y) 
क्योंकि PP, = ,P,, हम पाते हैं; PP? = PpP? 


इसलिए, 2 —2 (cos x cos y — sin x sin y) = 2 — 2 cos (x + y) 
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अतः cos (x + y) = cos x COS y - Sin x sin y 
4. cos (x — y) = cos x cos y + sin x sin y 
सर्वसमिका 3 में » के स्थान पर - y रखने पर 
cos (x + (— y)) = cos x cos (— y) — sin x sin (— y) 
या cos (४- y) = cos x COS y + sin x sin y 


T 
5. cos ( 2. x)= sin x 


É TU š: 
सर्वसमिका 4 में x के स्थान पर 7 तथा 3 के स्थान पर x रखने पर हम पाते हे 


T T T 
COS GA = COS 2 COS x + sin 2 sin x = sin x 


T 
6. sin ( pi X ) = cos x 


सर्वसमिका 5 का उपयोग करने पर हम पाते हैं 


sin (— X ) = cos 2 (2 = COS x. 


7. sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y 


हम जानते È कि 


SIn (x + y) = cos Ë =F 2 = COS Ç =) J 


T © T | 
= cos ( p7 ) cos y + sin ( x) sin y 


= sin X COS y + COS x शा y 
6. sin (x — y) = Sin x cos y — cos x sin y 
यदि हम सर्वसमिका 7 में y के स्थान पर -y रखें तो उपरोक्त परिणाम पाते हैं। 


Fe 


9. » और के उपर्युक्त मानों को सर्वसमिकाओं 3, 4, 7 और 8 में रखने पर हम निम्नलिखित 


परिणाम निकाल सकते हैं: 


गा I . #>ग्र 
cos G X) = — sin x sin ~ X) = cos x 
cos (T — x) = — cos x sin (Ç — x) = sin x 
cos (T + x) = - cos x sin (T + x) = — sin x 
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I0. 


Ii. 


गणित 
cos (QT - x) = cos x sin (27 — x) = — sin x 
इसी प्रकार के संगत परिणाम tan x, cot x, sec x एवं cosec x के लिए sin x ओर cos x के 
फलनों के परिणामों से आसानी से निकाले जा सकते हैं। 
में TT N नहीं š 
यदि ४, » और (x +y) में से कोई 5 का विषम गुणांक नहीं हैं तो, 


tan x +tan y 


Rnd, s I—tan x tan y 


कोकि में TU + नहीं हैं 
क्योंकि x, y तथा (x + y) Q से कोई 5 का विषम गुणांक नहीं हैं, इसलिए cos x, 
cos y तथा cos (x + y) शून्य नहीं हैं। अब 


sin(x+ y) शा 7005 y +cos xsin y 
tan (x + = = # कै y. . च 
CEE cos(x+ y) — cosxcos y— sin xsin y 


अंश और हर में cos x cos y, से विभाजित करने पर हम पाते हैं। 








sin XCOS y „ ९08 x sin y 


COSXCOSy COS XCOS y 








tan + y) ०s y _ Sin xSsin y 
COSXCOS y COS XCOS y 
tan x+tan y 
=] -tan xtan y 
tan x —tan y 
tan ( x — y) 


- l+tan x tan y 
यदि सर्वसमिका 0 में के स्थान पर — y रखने पर, हम पाते हैं 
tan (x — y) = tan [x + (— y)] 


tan x+tan (— y) tan x—tan y 


 l—tanxtana(—y) l+tanxtany 


2. यदि x, y तथा (x +y) Ñ से कोई भी कोण 7, का गुणांक नहीं हैं, तो 


cot xcot 9-१ 


cot (x +y)= cot y+cotx 
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क्योंकि x, y तथा (x + y) कोणों में से कोई भी 7, का गुणांक नहीं हैं, इसलिए sin x, sin y 
तथा sin (x + y) शून्य नहीं हैं। अब 

९05 (४+ y) COS XCOS y —SIn xsin y 

cot ( x + 9) ८ —— —— —=— पया 

sin (x+ y) शा | 005 »+ 005 xsin y 


अंश और हर को sin x sin y, से विभाजित करने पर, हम पाते हैं 


cot x cot y— l 


cot (X + y) = 
ER cot y + cot x 
COCO è sji क नहीं हैं 
]3. cot (४ -y= जहाँ x y तथा x-y 77 के गणांक नहीं हैं। 
cot y — cot x 
यदि सर्वसमिका 2 में » के स्थान पर y रखते हैं तो हम उपरोक्त परिणाम पाते हैं। 
| | l-tan?°x 
Í4. cos 2x = ९0५0 - sin? x = 2 cos? x - =  - 2 sin? x = ——— 
I+tan x 
हम जानते हैं कि 


अतः हम पाते हें cos 2x = cos — sin 2 x = 


COS (x + y) = cos x COS y — Sin x sin y 
y के स्थान पर x, रखें तो, हम पाते हैं 
cos 2x = ०052४ - sin? x 

= cos? x — (] — cos? x) = 2 ८052४ - ! 
पुनः COS 2x = cos? x — sin? x 

= ] —SIn2 x — sin? x = ] — 2 sin? x. 
cos” x—sin” x 
cos” x+sin “° x 


अंश और हर को ८०४? « से विभाजित करने पर, हम पाते हैं 


2 tam x _ जहाँ पूर्णांक है। 
I + प्र 
COS 2x Te Í n > m Y 
2tan x 
|5. sin 2x = 2 sinx cos x = 2 
I + tan‘ x 
हम जानते हें कि 


sin (x + y) = sin x cos y + COS x sin y 


y के स्थान पर x रखने पर, हम पाते हैं: 
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sin 2x = 2 sin x cos x. 


| 28 xcosx 
डः bi cos? x+sin’ x 
प्रत्येक पद को ०05? x से विभाजित करने पर, हम पाते हैं: 


2tan x 


sin2x= ———— 
s l +tan” x 


EE पूर्णाक 
6. tan 2x = ह... > , 20 Zn + — जहां n पूर्णांक है। 
I — tan? x 2 


हम जानते हें कि 


tan x + tan y 


tan कतर) = C tan x tan y 


y के स्थान पर x रखने पर, हम पाते हैं, tan2 x= का 
]—tan x 
Í7. sin 3x = 3 sin x - 4 था x 
हम पाते हैं, 
sin 3x = sin (2x + x) 
= sin 2x cos x + cos 2x sin x 
= 2 sin x cos x cos x + (] — 2sin2x) sin x 
= 2 sin x(] —Ssin2x) + sin x — 2 sin? x 
= 2 sin x - 2 शा x + sin x — 2 sin? x 
= 3 sif x — 4 sin vx 
Í[5. cos 3x = 4 cos? x - 3 cos x 
हम पाते हैं, 
cos 3x = cos (2x +x) 
= COS 2x COS x — sin 2x sin x 
= (2cos?x — ]) cos x — 2sin x cos x sin x 
= (20208: x — ]) cos x - 2cos x (I — cos? x) 
= 2cos? x — COS x — 2cos x + 2 cos? x 
= 40052 x — 3cos x 


3 tan x —tan` x 


I9. tan3x=——  _ 3x Z nT + — जहाँ n पूर्णांक है। 
l-3tan^ x 2 


हम पाते हैं , tan 3x = tan (2x + x) 
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2tan x 


_ tan2x+tanx _ l= tan” x 





+ tan x 


_I—tan?2xtanx I 2tan x. tan x 
l- tan’ x 





_ 2tan x+ tan x — tan x _ 3tan x — tan? x 























I — tan x= 2tan x l - 3tan”x 
+ x- 
20. (i) cosx + cos y = 2005 I eos = 
. +y . x- 
(ii) cos x — cos y = — 2sin sin r 
. X+ x — 
dii) sin x + sin y = 2sin— cos 
2 2 
+y . x- 
(iv) sin x — sin y = 2cos 2 sin e 
हम जानते हैं कि 
COS (x + y) = COS x COS y — Sin x sin y ... iC) 
और cos (x — y) = COS x COS y + sin x sin y 5 2) 
OA (2) को जोड़ने एवं घटाने पर, हम पाते हैं, 
cos (x +y)+cos(x—y)= 2 cos x cos y ... (3) 
और cos (x + y) — cos (x — y) = — 2 sin x sin y ... (4) 
और भी sin (x + y) = sin x COS y + COS x sin y a (5) 
और sin (x — y) = sin x COS y — COS x शा y ... (6) 
(5) और (6) को जोड़ने एवं घटाने पर, हम पाते हैं, 
sin (x + y) + sin (x — y) = 2 sin x cos y 4७ (/) 
sin (x + y) — sin (x — y) = 2005 x sin y ... (8) 


माना fox + y= 9 तथा ४ - » 5 0, इसलिए 


MCO 
2 2 


(3), (4), (7) तथा (8) में x और » के मान रखने पर, हम पाते हैं, 
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0+0 0-0 
cos 9 + cos 0 = 2 cos प्त COS u 


cos 9 — cos 0 = — 2 sin (222) sin =] 


0+0) 0-0 
sin O + sin ọ =2 sin Ea ९05 ES 


0--0 |]. /0- 
sin 0 - sin 0 = 2 cos [| sın =) 


क्योंकि 6 तथा ७ को कोई वास्तविक संख्या मान सकते हैं। हम 0 के स्थान पर» तथा ७ के स्थान 
पर y रखने पर, हम पाते हैं: 




















XY > XT) . 2०) 
COS x + COS y = 2 cos cos—— ; cos x— cos y = — 2 sin sin ——, 
—_ > 2 
) ; . X+y 2  . I XT) . XY 
sin x + sin y = 2 sin cos > ; sin x — sin y = 2 cos sın > 


| | बढ़" टिप्पणी | सर्वसमिका 20 से हम निम्न परिणाम पाते हें: | 


2l. (i) 2 cos x cos y = cos (x + y) + COS (x — y) 
(ii) —2 sin x Sin y = cos (x + y) — cos (x — y) 
(ii) 2 sin x cos y = Sin (x + y) + sin (x — y) 
(iv) 2 cos x Sin y = Sin (x + y) — Sin (x — y) 

उदाहरण 0 सिद्ध कीजिए: 

3sin sec 7 —4sin s cot 2 =] 

6 3 6 4 


हल बायाँ पक्ष = 3sin seo येता L cot 
à sec- ot 


TERTE (x य) l=3-4sin — 
= 5 X 2 > 2—4 sn 6 X I =3-—44sn ह 


=3-4%५ — = = दाया पक्ष 


2 
2 
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उदाहरण I sin 5° का मान ज्ञात कीजिए। 


हल sin l5° = sin (45° - 30°) 
= sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° 
_ ४3 IL N3-l 
४2 J2 2 2N2 


3m 
उदाहरण 2 tan हच का मान ज्ञात कोजिए। 
St an (2+2) ७० 775७ 4-६, 
हल tan 2 = tan p) = tan 2 4 6 


tan tan ” l= ea 
4 6 २3 २3 =I चेडे) _ Ja 


] + tan tan - I+ 
4 6 








उदाहरण ।3 सिद्ध कीजिए: 

sin(x+y) tanx+tan y 

sin(x—y) tanx-tan y ' 
हल हम पाते हे 

डौ sin (x+ sin XCOS y+cOS xsin 

बायाँ पक्ष = Ga C — 
sin(x—y) SInXCOS y—COS XSIn y 
अंश और हर को cos xcosy से विभाजित करने पर, हम पाते हैं, 


sin(x+y) _ tan x+tan y 


बायाँ पक्ष = - दायाँ पक्ष 


sin(x— y) tanx-tan y 
उदाहरण 4 दिखाइए 

tan 3 x tan 2 x tan x = tan 3x — tan 2 x — tan x 
हल हम जानते हें कि 3x=2x+x 
इसलिए tan 3x = tan (2x + x) 


_ tan2x+tanx 


tan 3x = 
या I—tan 2 xtan x 
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या tan 3x — tan 3x tan 2x tan x = tan 2x + tan x 
या tan 3x - tan 2x - tan x = tan 3x tan 2x tan x 
या tan 3x tan 2x tan x = tan 3x — tan 2x — tan x 


उदाहरण 5 सिद्ध कीजिए: 
COS (+ +ÇCOS = =D COS X 


हल सर्वसमिका 206) का उपयोग करने पर, हम पाते हे, 


T T 
cos| ~+ x |+ 008 | =- x 
A | Í | 


T T T T 
—+x+—-x —+x—(—-—xX) 


2cos| ——— R Acos 


बायाँ पक्ष 


T l n 
= 2 cos 3 COS x = 2 x Nç! cos x = ./2 cos x = दाया पक्ष 


cos 7x + cos 5x 
उदाहरण 6 सिद्ध कोजिए ८० x 


sin /४- sin 5x 


इल सर्वसमिकाओं 206) तथा 2000) का उपयोग करने पर, हम पाते हैं, 


Tx+ 5x Tx—5x 
COS 
#w 2 2 __ _ S _ PR दायाँ पक्ष 
पक्के Tx+5x m 7 x = SX sinx p 








2cos 





बायाँ पक्ष = 





उदाहरण haein “SX ana 
COS5x—COS X 


हल हम पाते हैं, 


" sin 5 x—2sin3x+sin x sin 5 x+sin x— 2sin 3x 
बाया पक्ष - -------------------- E 
COS5x—COS X COS5x—COS X 
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2sin 3x cos2x—2sin3x __ 8] 35 (०0522 —l) 
-29 3xsin 2x sin 3xsin 2x 


]—cos2x 2sin” x ३, 
— ज > tanx > दाया पक्ष 
sin 2x 2sin xcosx 


| प्रश्नावली 3.3 | 


सिद्ध कीजिए; 
i Qk T T a T l on T » IT o T 3 
o S = + S — _ = — — मिस A S — J- S —— दे =n m= 
in P ९० 3 an ” > In P cosec P L. 


3, oe 4. sink 2008? T+ 2020 ६,०५0 
6 6 6 4 4 3 


5. मान ज्ञात कीजिए: 
(i) sin 75° (i) tan ]5° 


निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए: 
०७ Fs os J-sin(Z -x Jsin{2- )= sneer ) 
6. र 4 N 4 j > y 
tan E J 2 
4 ` पि 


7 ° — 
T I— tan x 
tan | ——x 
| 4 । 


COS (T+ X) COS ( — X) 





= cot”x 
l Tt 
sin (Tt—X) COS É +x 


0, cos Ë + J cos (2T+ x) E z — +cot (2n + J =l 
ÍO. sin (n +  l)x sin (n + 2)x + cos (n + l)x cos (n + 2)x = cos x 


Ji. COS [+r ]-co ce) = —2sin x 
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Í[2. sin? 6x -— sin? 4x = sin 2x sin lÜx Í3. cos? 2x - cos? 6x = sin 4x sin 8x 
Í4. sin2 x+ 2 sin 4x + sin 6x = 4 cos? x sin 4x 
Í[5. cot 4x (sin 5x + sin 3x) = cot x (sin Sx — sin 3x) 








cos9x - cos5x sin 2x sin 5x + sin 3x 
]6. —————— =- 7. ——— =tan 4x 
sinl7x-—sin3x cosl0x COS5x + cos3x 
sin x —SIn y = y: sin x + sin 3x 
I8. —— = tan ]9. —— = tan2x 
COS X + COS y 2 cos x + ९0535 
sin x — sin 3x | cos4x + ९05 35 + ९05 25 I 
20. Tg c = 2sin x 2. ——————— = cot3x 
sin“ x — COS” x sin 4x + sin 3x + sin 2x 


22, cot x cot 2x - cot 2x cot 3x — cot 3x cot x = | 


4tan x (I — tan x) 


—— 24. cos 4x =  — 8sin? x cos’ x 
I—6tan “x+ tan `x 


23. tan 4x = 


25. cos 6x = 32 208" x—48cos'x+l8cosx-—l 


3.5 त्रिकोणमितीय समीकरण (Trigonometric Equations) 


एक चर राशि में त्रिकोणमितीय फलनों वाले समीकरण को त्रिकोणमितीय समीकरण कहते हैं। इस 
अनुच्छेद में, हम ऐसे समीकरणों के हल ज्ञात करेंगे। हम पहले पढ़ चुके हैं कि sin x तथा cos x के 
मानों में 27 अंतराल के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति होती हे तथा tanx के मानों में 7 अंतराल के पश्चात्‌ पुनरावृत्ति 
होती है। त्रिकोणमितीय समीकरण के ऐसे हल जहाँ 0< x< 27 होता हे, मुख्य हल ( principal 
solution ) कहलाते हैं। पूर्णाक w से युक्‍त व्यंजक जो किसी त्रिकोणमितीय समीकरण के सभी हल 
व्यक्त करता है, उसे व्यापक हल ( general solution ) कहते हैं। हम पूर्णाकों के समुच्चय को 
Z से प्रदर्शित करेंगे। 
निम्नलिखित उदाहरण त्रिकोणमितीय समीकरणों को हल करने में सहायक होंगे: 


J3 
उदाहरण I8 समीकरण sinx = ह का मुख्य हल ज्ञात कोजिए। 


हैं . शा 3 . वा... T . T Ri 
जानते हैं sin — = — qq sin — = sin | m—— | = sin — = — 
हल हम जानते हें कि sin क. Š | Ñ ! C 
T 2T 
इसलिए, मुख्य हल x= तथा — है। 


l 
उदाहरण l9 समीकरण tan x = — w. का मुख्य हल ज्ञात कीजिए। 
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है ग a ग l 
हल हम जानते हैं कि tan 6 = 5 इस प्रकार, tan | T - z) — tan =“ = -- — 


6 ४५3 
तथा tan | 27 - z) = — tan जव l 
6 6 Ne 
इस प्रकार क MR PMR जा 
0 6 


5 l 
इसलिए, मुख्य हल — तथा पह 


अब, हम त्रिकोणमितीय समीकरणों का व्यापक हल ज्ञात करेंगे। हम देखते हें कि 
sinx = 0 तो x= nī, जहाँ # € Z 


TU कि 
cosx = 0 तो x= (2n + l) zinez 
अब हम निम्न परिणाम सिद्ध करेंगे: 
प्रमेय l किन्हीं वास्तविक संख्याएँ x तथा y के लिए 


sin x = sin y से x = n + (D) y, जहाँ # € 7 प्राप्त होता हे। 
उपपत्ति यदि sin x= sin y, ® 














. | — XY 
slInx—Sslny=0 या 2cos In > = 0 
x+ x — 

अर्थात्‌ णो... या व 0 

IFY X=Y 
इसलिए 5 (20 + 7 या ym जहा n € Z 
अर्थात्‌ x=(2n +) -— y या, = 2077 y, जहा ne Z 
अतः x= (2n + Ur+(-I)*!iyयx=2nn+(I)”y, जहाँ # € Z 


उपर्युक्त दोनों परिणामों को मिलाने पर, हम पाते हैं: x= #7 + (y y, जहाँ # € Z 
प्रमेय 2 कोई वास्तविक संख्याएँ x तथा y के लिए, cos x = cos y से x= 2707 £ y, 
जहाँ ८ € Z प्राप्त होता है। 
उपपत्ति "यदि cos x= cos y, तो 
x-y 
2 








°. X + © 
cos x— ०05 » = 0 अर्थात्‌ -2 sin sin 
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, X+y , XTY 
इस प्रकार sin =0 या sin = (0) 
X+ y X— y हि 
इसलिए = nt या > = 77, जहा # € L 
अर्थात्‌ x= 27प-५॥ या, = 2nT + y, जहाँ# € 7 
अतः x= >, जहाँ € Z 


प्रमेय 3 सिद्ध कीजिए कि यदि x तथा y का —< विषम गुणज नहीं हे तो 


tan x = tan y से x =nT+y, जहाँ 7 € 7 प्राप्त होता है। 
उपपत्ति यदि tanx=tany, तो tanx-tany=0 


sinxcosy—cosxsiny _ 0 


या 
COS X COS y 
या sin(x—y)= 0 (क्यों?) 
इसलिए X— y = nT अर्थात्‌ X =H + Y, जहाँ # € 7 


RIE 
उदाहरण 20 sinx = - N का हल ज्ञात कोजिए। 


J3 l I . 4 
हल हम पाते हें hE =} < -sinz = [न+ = sin == 


2 
. . 4n 
अतः sin x = SN —— 
3 
„ AT " 
इसलिए xe puk (F) zo जहो ॥ e Z 


आ 4 Ñ ० 
| ag टिप्पणी | S ` X का एक ऐसा मान Š जिसके संगत sin x = - नत है। x का कोई भी 


T 
अन्य मान लेकर समीकरण हल किया जा सकता हे, जिसके लिए sinx = — a हो, यह सभी 


विधियों से प्राप्त हल एक ही होंगे यद्यपि वे प्रत्यक्षतः विभिन्न दिखाई पड सकते हैं। 
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] 
उदाहरण 2 cosx = 5 को हल कीजिए। 
हैं l Tt 
हल हम पाते हैं ८०७ x= ~ cos z 
Jt % 
इसलिए, x = 2nT + a जहा n e Z. 


उदाहरण 22 tan 2% = -cot | X+ z) को हल कीजिए | 


हल हम पाते हैं, tan 2x = — cot Ë T z) = tan Ë TAF z) 


ST 
या tan2x = tan Ë + = 
ST ही 
इसलिए 2x= छा + x+ हज जहा ne 7 
ST हि 
या X T. ` , जहा neZ 


उदाहरण 23 हल कीजिए sin 2x- sin 4x + sin 6x = 0 
हल समीकरण को लिख सकते हैं, 
sin 6x +sin2x - sin4x = 0 
या 2sin4xcos2x —sin4x = 0 
अर्थात्‌ sin4x(2cos2x— = 0 


] 
इसलिए sin 4x=0 या cos2x= x 


, T 
अर्थात्‌ sin4x = 0 या cos 2x = cos x 
TT झळ 
अतः 4x=nrn या 2x = 207 य ठ जहा ne Z 
nT T 7 
अर्थात्‌ x= याय =n 2 ह” जहा. ne Z 
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उदाहरण 24 हल कीजिए 2 ८052 ४ + 3 sin x= 0 
हल समीकरण को इस प्रकार लिख सकते हें 


2[l—sin2 x)+3sinx = 0 


या 2sin” x—3sinx—2 = 0 
या (2sinx+])(sinx — 2) =0 
. l . 
अतः sin x = -3 या sinx=2 
परंतु sin x = 2 असंभव है (क्यों?) 
l JT 
इसलिए, sinx= —— = sin — 
ड्‌ u Im X 2 6 
sIn è 
अतः, हल: x=nm+(-)"— हे, जहाँ ॥ € Z 


6 


| प्रशनाबली 3.4 | 


निम्नलिखित समीकरणों का मुख्य तथा व्यापक हल ज्ञात कीजिए: 


l. tanx= 3 2. secx=? 
3. cotx = —.J3 4. cosec x ८-2 
निम्नलिखित प्रत्येक समीकरणों का व्यापक हल ज्ञात कीजिए: 
5. 0054 x= ९05 25 6. cos 3x + cosx- cos 27 = 0 
7. Sin 2x + cosx= 0 8. sec? 2x = [- tan 2x 


७, sinx + sin 3x + sin 5x=0 
विविध उदाहरण 
3 | " दोनों थाश में 
उदाहरण 25 यदि sin x= 5, ० = ५3 है, जहाँ + तथा ) दोनों द्वितीय चतुर्थांश में स्थित 


हों तो sin (x + y) का मान ज्ञात कीजिए। 
हल हम जानते हैं कि 


sin (x + y) = sin x cos y + COS x Sin y ... Cl) 
9 I6 
अब cos? x= | - si? x= l- — = — 
25 25 
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4 
इसलिए cos x = + हि 
क्योंकि x द्वितीय चतुर्थांश में स्थित है, अतः cos x ऋणात्मक है। 
4 
अतः COS X=—— 
5 
J4 25 
अब आश लोब |= Sa 
.69  []69 
5 
अर्थात्‌ sin y +— 
3 


क्योंकि थांश में 5 
क्योंकि » द्वितीय चतुर्थांश में स्थित हे, sin y धनात्मक है। इसलिए sin y = T है। Sin x, sin y, 


COS x तथा cos y का मान समीकरण (]) में रखने पर, हम पाते हैं, 


; 3 J. 4) 5 36 20 56 
sin (x+ y) =— +T >` ----- ` 
5 ]3 %, 8 65 65 65 


5 
उदाहरण 26 सिद्ध कीजिए; cos 2x cos — — Cos 3x cos = = sin Sx sin = 


हल हम पाते हैं, 


. ] 9 
बाया पक्ष - 7 | 2०05 2x cos — — 2cos S COS g 


cos| 2x+ + cos s — COS EE 3x |—cos 2 n 
2 2 2 








| 5x 3x ]5x 3x | ] [ JL ]5x ] 
= Ap — + cos — + cos —— — cos — | = a "ण "7 COS Ea 
2 Q 2 2 2 
5x | 5x l5x 
] i j 
= 2 2 2 


, | 5x | . 5x S 
= — sin 5x sin|— T = şin 5x sin e = दाया पक्ष 
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TT 
उदाहरण 27 tan ठ का मान ज्ञात कोजिए। 


Tt 


हल मान लीजिए x= — हाता 205 ठ 





2 tan x 
अब tan2x = ——— 
I—tan x 
2tan k 
tan £ = _ 8 
या JT 
| I—tan” ~ 
8 
लीजिए तो] - 
HPT ए y=tan g = Ey 
या y.+2y-l=0 
-2+ 242 
इसलिए र ` `. 


क्योंकि T र्थां में T 
क्योंकि हु प्रथम चतुथांश में स्थित है, ) = tan AEF है। अतः 


tan Q = ॥/2 —] 
8 
3 3T xX x X 
उदाहरण 28 यदि tan x= rak < x< ye तो sin > ९०५ तथा tan x के मान ज्ञात कीजिए। 


नम 37 
हल क्योंकि r< x< N है इसलिए cosx ऋणात्मक हे। 


पुन be 
J: 2 2 4 


Xx x 
इसलिए sin 2 धनात्मक होगा तथा cos 2 ऋणात्मक होगा। 


9 25 
अब sec? x =] + tanx = I+ — = — 
6 ]6 
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]6 4 क्यों 
इसलिए ९0525 > — या८05$ ४८5 - (क्या?) 
25 5 
X 4 9 
जब 2sin —=l-cosx=l+o=S 
5 5 
x 9 
इसलिए J S] 2 — = — 
kasa, u 2 ॥0 
X 3 
या ९ = —— क्यो? 
in, Jo ( ) 
X 4 I 
: s = meen js s = 
पुनः 200 5 l+ cosx 35 
X ] x || 
इसलिए = या s> =-= (क्यों? 
इसलिए ह cos > Jio ( ) 
Ta 
अत ! si 3 [= 0! , 
आयु ५२ |= 
x (JO 
— COS lO l 
उदाहरण 29 सिद्ध कीजिए: cos2x + co P> z) + cos? Ë - 2) = - 
हल हम पाते हैं 
[+०७ (2४+ [+8 सन्य) 
I -- ९05 2x 3 3 
बाया पक्ष  ईशशशशिनिशिशिशिशििशर्शिशॉरकंशार्शरशरशरशिशरि्शिशिशरशरशोरिधिण 


2 2 


b. 3+ cos 2x+cos| 2x+ 2z) + COS (2x — 2z) 
# 3 3 


= "Ë + cos 2x + 2cos 2x cos = 


दि 3 + cos 2x + 2cos 2x cos ह — z) 
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l 3 T 
— — | + cos 2.7 - 2005 2x cos i 
2 3 
] 3 न ह 3 | 
अध्याय 3 पर विविध प्रशनावली 


T OT 37 ST 
J. 2008 —cos——+cos — +cos — = 0 
]3 ]3 ]3 


2. (sin 3x + sin x) sin x + (cos 3x — cos x) cos x = 0 





3. (COS x + cos 9) + (sin x — sin 9) = 4 cos? 





4. (cosx- cos y) + (sinx-— sin y)° = 4 sin’ 
5. sin x+ sin 3x + sin 5x + sin 7x = 4 cos x cos 2x sin 4x 
(sin 7x + sin 5x) + (sin 9x + sin 3x) 
6. —— — ——M—P E -tanb 
(cos7x+cos5x)+(cos9x+ cos3x) 
X 3x 


7. sin 3x + sin 2x - sin x = 4sin x cos ” COS 2 


मैं X X X 
निम्नलिखित प्रत्येक प्रश्न Ñ sin 7.008 7 तथा tan ठ ज्ञात कीजिए: 


4 में l iri 
8. tanx= -7x द्वितीय चतुर्थाश में है। 9. cosx =, x तृतीय चतुर्थांश में है। 
] à 
l0. sinx = — „ x द्वितीय चतुर्थांश में है। 
सारांश 
@ यदि एक वृत्त, जिसकी त्रिज्या r, चाप की लंबाई तथा केद्र पर अंतरित कोण 0 रेडियन हैं, 


qI = 79 


TT 
७ रेडियन माप = डिग्री माप 
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]580 
डिग्री माप = —x रेडियन माप 
TT 


cos? x + sin? x = | 

] + tan? x = sec” x 

] + cot? x = cosec”x 

COS (2nT + x) = cos x 

sin (207 + x) = sin x 

sin (— x) = — sin x 

cos (— x) = cos x 

cos (x + y) = cos x cos y — Sin x sin y 
cos (x — y) = COS x COS y + sin x sin y 


T 
cos ( 2 नन") > snk 


गं 
sin ( 2 ~ MNS COS 


sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y 
sin (x — y) = sin x COS y — COS x sin y 


T T 
cos | — +T X |= — sin sin | प्#*% OS x 
2 2 
COS (m — x) = — COS x sin (m — x) = sin x 
COS (m +x) = — COS X sin (m + x) = — sin x 
cos (277 — x) = COS x sin OT — x) = — sin x 


यदि », » और (x + y) में से कोई कोण n का विषम गुणांक नहीं हें, तो 


tan x +tan y 
EE, ]—tan xtan y 
tan x—tan y 
tan र | + tan xtan y 


@ यदि x,y और (x + y) Q से कोई कोण 7 का विषम गुणांक नहीं हैं, तो 


cot xcot y—l 


जे 55 80 = cot y + cOt x 
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cotxcot y +] 


cot & - पट cot y - cotx 
| l] — tan2x 
cos 2x = cos? x — sin? x = 2cos? x — ] 5 -2 sin? x = 7 
I+ tan x 
f . ZA 
SiN OA Oso CON = जज कक कक 
I+ tan x 
2tanx 
(थी 2 उ = 5 
I—tan x 


sin 3x = 3sinx - 4sin? x 
cos 3x = 4cos? x — 3cos x 
3tan x—tan` x 


tan 3x = 3 
त ]—3tan x 


























- s Y के» 
(i) cos x + cos y = 20095 Cos 
FD ° = 
(ii) cos x — cos y= —2sin > sin ~ 
FF y V) 
Gi) sin x + sin y = 2 sin COS 
WZ xX 
(iv) sin x- sin y = 2205 > sin x: > 
(i) 2cos x cos y = cos (x+ y) + cos (x— y) 
Gi i — 2sin x sin y = cos (x + y) — cos (x — y) 
( H) 2Sin x cos y = sin (x + y) + sin (x — y) 
(iv) 2 cos x Sin y = sin (x + y) — sin (x — y) 
sin x -0हो तो x= nr, जहॉ# € Z 
हे 
cosx =08 ūx=(2n+ I) z जहॉ € Z 


sin x = sin y हो dl x = nz + (- ])“ y, जहाँ n EZ 
COS x = Cos y, हो तो x = 207 + y, जहाँ n EZL 
tan x = tan y हो Mx = nT + y, जहाँ # € 7 
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ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


ध्ययन सर्वप्रथम भारत में आरंभ हुआ 
















ऐसा विश्वास किया जाता है कि त्रिको 
था। आर्यभट्टट (476 ई.) , ब्रह्मगुप प्रथम (600 ई.) तथा भास्कर द्वितीय 
(ll4 ई.)ने प्रमुख परिणामों | भारत से मध्यपूर्व और पुनः 
वहाँ से यूरोप गया। यूनानियों ~ णमिति का [न आरंभ किया परंतु उनकी कार्य 
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विधि इतनी अनुपयुक्त ६ ह संपूर्ण विश्व द्वारा अपनाई N 
गई। 

भारत में आः T (sine) और फलन ( 
के परिचय का पूर्व वि षीय कार्य) में दिया गया , 
है जिसका योगदान २ 

भास्कर प्रथम ( र 




















BAS UL 
` | L 
T D = > 


था। सोलहवीं š 
वशुद्ध मान भास्कर 


एक उपपत्ति हे। ।। 
द्वितीय द्वारा दिए 
8 x, cosi 


सुझाव ज्योतिषविद , 


पर प्रयोग करने का 
थे। ऊँचाई और दूरी 


संबंधित प्रश्नों के साथ ' | जुड़ा हुआ हे। उन्हें 
मिश्र के महान पिर्रा पके लिए उन्होंने एक ज्ञात 


ऊँचाई के सहायक दंड त मनुपातों की तुलना का 


प्रयोग किया था। ये अ & 
| J 

T भी श्रेय दिया जाता है। इसके 

M ऊँचाई और दूरी संबधी प्रश्नों का 

में मिलते हैं 


à Dn 


+, 
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